Theoret. chim. Acta (Bexl.) 6, 428—436 (1966)

Die Bestimmung von Energiehyperflichen mehratomiger Systeme
nach einer Interpolationsmethode mit Hilfe der Vorstellung
der Atomassoziationen

IV. Spezielle p- und pg-Niherungen
H. Prruss

Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen

Eingegangen am 10. August 1966

Es wird gezeigt, daB zwischen der p- und pg-Niherung von Teil I dieser Arbeit und der
Approximation fiir Potentialflichen mehratomiger Systeme, die in den Fortsetzungen II und
IIT behandelt wurde, ein Zusammenhang besteht. Dieser erlaubt, die p- und pg-Darstellungen
zu verbessern und gewisse Parameter in der Approximation zu bestimmen. Auf diese Weise
ist es moglich, weitere Forderungen an den Verlauf der Molekiilenergie zu erfilllen, die bisher
noch unvollstindig befriedigt wurden. Die aufgezeigten Zusammenhéinge weisen auf eine
Moglichkeit hin, den Aufbau der Approximationen beziiglich der Zentrenanzahl nach einem
allgemeinen Schema durchfiithren zu kénnen.

It is pointed out, that there is a connection between the p- and pg-approximation of part I
and the approximation for polyatomic systems discussed in part IT and I11. So the p- and pg-
approximation can be revised and certain parameter be estimated. In this way more conditions
can be satisfied which the molecular energy has to fullfill and which have not been taken into
account so far. The connection discussed are pointing out a general scheme for building up
approximations of polyatomic systems.

On montrera qu’il existe un lien entre ’approximation p et pg de la premidre partie de ce
travail et I'approximation pour les hypersurfaces d’énergie des systémes polyatomiques
utilisée dans le parties IT et ITL. Ceci permet une amélioration de la représentation p et pg,
ainsi quune estimation de certains paramétres dans cette approximation. De cette maniére il
est possible de remplir des conditions supplémentaires sur 'évolution de I’énergie moléculaire,
qui n’étaient pas jusqu’alors satisfaisantes. Ces rapports indiquent la possibilité de construire
les approximations selon le nombre de centres d’aprés un schéma général.

1. Allgemeine Zusammenhiinge

Wir hatten im Teil I [7] dieser Arbeit mit Hilfe der Atomassoziationen Nihe-
rungen fir die Energiehyperflichen mehratomiger Systeme gefunden, deren all-
gemeine Form nach [I, (15)] sich zu

~ AN
E :KZ &(K) Bg(R) 1)
=1
ergeben hatten. Dabei war gefordert worden [1, (20)]
AN
> Be(Mu)=1. (1a)
K=

1
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Die Bg sind Funktionen der Kernlagen R; im Raum. Im zweiten Teil der Arbeit
[2] hatten wir Ansétze fir die gleichen Energiefunktionen von der Form

on . /
2.y Bl RE
- freefF

)
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fyorfF

; im folgenden (%,.. ¢ = o, entsprechend fira’) (2)

diskutiert. Die Erlduterungen der einzelnen Berechnungsweisen waren schon
frither gegeben und sollen hier nicht wiederholt werden. £ stellte im Gegensatz
zu B die exakte Gesamtelektronenenergie des Systems dar, so daB sich die Ge-
samtenergie & zu

N-1 N
E= B+ W—E+ w2 3)
S Bu
ergibt.
Wir wollen nun auf Zusammenhénge zwischen den beiden Darstellungen (1),
(1a) und (2) eingehen:
Aus der Forderung
lim B = &(K) (4)
[K]

ergibt sich, wie frither schon gezeigt, aus (1) und ({a)

lim B, = 6k, - (6)
[K]

Wenden wir (4) auf (2) an, so erhalten wir

AR - oK), (6)
&K}

wenn o (entsprechend «fg) dasjenige oy,. . , ist, bei dem alle f; Null sind, die zu
denjenigen E; gehéren, die beim Ubergang zu &(K) Null werden, und alle iibrigen
f; die Maximalwerte M; besitzen. Als Beispiel betrachten wir etwa ein dreiatomiges
System [3] (Abb. 1),

so folgt aus a
lim ¥ = &(a | bc) , 7
i B = &a | bo) 7 o/ \&
also [K] = [a | bc], nach (2) und (6) > Y
2
B . &(a [ be) . (7a) Abb. 1
& My0Mg
Gehen wir mit (6) in (2) hinein, so kénnen wir (2) wie folgt schreiben
~ AN ,
B=3&K)Bg+0C, (8)
X,
wobei
’ ZXEK] 'Rl '
Bx = (82)

30*
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und
%) e n
;“!'Rll..'R_Fl':
R (8b)
;“; Rh---Rlp

Die Abkiirzung RM:. .. in (8a) bedeutet, da nur diejenigen R; auftreten, die in
[K] zu denjenigen Kernabstéinden gehéren, die nicht zu Null geworden sind. Es
treten also nicht die R; in Teilvereinigungen auf. Der Strich an der Summe in
(8b) weist auf den AusschluB aller « g hin.

*Wie man in (8a) und (8b) leicht erkennt, gilt auch hier

lim B,L = 6KL , (9)
[E]
indem
limC=0. (10)
[K]
Es gilt aber, im Gegensatz zu (10)
AN
S Byl (11)
E=1

Wir haben auf diese Weise mit (8) eine Verallgemeinerung von (1) gefunden, die
sich aus (2) ergab. Ebenfalls ist
AN

K}:B’K+Oqs1, (12)
=1

da im Zéhler von Bg und C oy und «; auftreten.

2. Der Zusammenhang zur p-Niherung

Man kann nun (1) und (8) in Ubereinstimmung bringen, wenn man tiber die
o; und o wie folgt verfiigt: '

o ___{O wenn o # g (13a)
11 wemn of = g
o= 0  wenn ;7% xgy- (13b)
1 f [K]
In diesem Falle ist
=0, (14)
und es gilt
AN
S Brx=1. (15)
E=1

Die Beziehung (9) bleibt erhalten.

Mit den Beziehungen (13a), (13b) haben wir nicht nur (1) und (8) in Uberein-

stimmung gebracht, sondern sogleich eine spezielle Darstellung von (1) erhalten,

die wir hier die primitive p-Niherung nennen wollen. Unter einer p-Naherung ver-
standen wir nach Teil I die Form
K

T2 B

Bg= o —— (16)

2 IT pau(Ray)

K=1 Au
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fir By, wobei die p;, den folgenden Forderungen genitigen

P3u(0) =0 (17a)
Dou(R) =00, wenn R oo, (17b)
miissen, sonst aber prinzipiell frei sind. Wegen (13a), (13b) gilt, jetzt
B’K = Bg, (18)
wenn
Dau(Ba) = pi(By) = BYs (19)

Dabei ist bemerkenswert, dall dieser Zusammenhang nur fiir die Zentrenzahlen
N = 2,3 und 4 gilt, da soweit (F = Anzahl der freien Kernabstande)

M) =3N—6=F (20)

gilt. Fiir N > 4 gibt es mehr py, als py(§ = 1...F), wenn p; eine Funktion von R;
ist, von denen sich nur F im System definieren lassen. Wir beschrénken uns vor-
erst auf die Fille N < 4 und werden spiter noch einmal auf N > 4 zuriick-
kommen.

Man kann aber die Ubereinstimmung zwischen (1) und (8) auch noch beibe-
halten, wenn die p;( R;) in Erweiterung von (19) die Form haben

M
pi(By) = kzlﬂi” B} . (1)

In diesem Falle nimlich kann (14) so interpretiert werden, daf alle x und &’ in C
in die Bg hiniibergenommen worden sind. Wir miissen also setzen

ar=&K)es; wenn [z (K] (22a)
und
op= ... = XF (22b)
sowie
o000 = 1 (22¢)

was in der Darstellung (2) in der Regel schon gesetzt wurde. Unter [IN(] verstehen

wir eine sogenannte unvollstindige Atomassoziation, indem in Richtung auf den

Ubergang lim nach [K] nur die entsprechenden Kernabstinde schon Null geworden
R

sind, wihrend die #ibrigen, die beim vollstindigen Ubergang unendlich werden,
endlich bleiben.

Im Falle [K] = [a | bc] z. B. wire in [IZ'] nur Ry, gegen Null gegangen, wihrend
Rap und Ry, noch endlich sind. In diesem Falle gilt (vgl. Abb. 1) nach (22b)

i = o0, = B B - (23)
Mit (22) bleibt somit (16) erhalten, wobei die p-Funktionen die Polynome nach
(21) darstellen.

Wir wollen die bisherigen Uberlegungen an einigen Beispielen erldutern, indem
wir im Falle N = 3 (Abb. 1) M; = My = M3 = 1 setzen. Hier haben wir nach (2)
_ %000 + G090 By + agro By + con By + 0119 By By + Gtoqy By By + cvggy By By + o0yy3 By By By
1+ ojop By + ogyo By gy By + ofyo By By + otggq By B + g0y By By + oyyy By By Z;:; .

(24)




432 H. PruUss:

Nach der primitiven p-Approximation (13) geht (24) dber in
B =
&(abe) + E(b|ac) oy By By + &(c| ab) oy, By By + E(a|be) apgy By By + &(a] b e)oeyy, By By By
1+ ogyg By By + ogyy By By + aggy By By + oy By By By

>

(25)
wobei wir noch nicht nach (13a) &} = 1 gesetzt haben, wenn f 2 [K]. Hier wire
noch, als unwesentliche Erweiterung von (19)

Pi(By) = B3y R} (26)

zu setzen, und es gilt dann
o = PP BD; gy = fRBD; = PP AY; i =P P L. (27)
Sind alle § = 1, so sind, wie in (13a) verlangt, alle oz) = 1. Im Rahmen der allge-

meinen p-Naherung brauchen nicht so viele x; Null gesetzt werden. Hier haben
wir jetzt, wobei wir M, = M, = 1 und M, = 2 setzen

=B Ry; po(Ry) =P Ry; py(Ry) = P B + 9 RY (28)
und daraus folgt weiter fiir die oy und o :

Tabelle 1. Zusammenhang zwischen p-Niherung und oo’-An-

satz fiir &
E 1 m Kkim Stm
0O 0 o0 &(abe) 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0o 1 1 &(c | ab) BRBD BPFP
1 0 1 &(a | be) BB pOBD
1. 1 0 E(b | ac) BB pIpER
0o 1 2 &(c | ab) BB BIBE
1 0 2 &(a | be) BB BB
0 0 2 0 0
11 1 E(a|b| o) FREIBD R
1 1 2 Ea|b]e) DL BPEEBD

Wir kénnen jetzt noch einmal den Fall N > 4 aufwerfen. Betrachten wir etwa ein
System von fiinf Atomen [2] (Abb. 2)

& [«4

YL\
d&

so muf z. B. der Abstand E,q (gestrichelt) durch die anderen gegeben sein, die
wie wieder mit R,...R, bezeichnen wollen. Es muf} also gelten

Byg = gZ',Vgl-- A R Rﬂs > (29)
i
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mit bekannten y,, wenn wir B,z nach Taylor entwickeln. Wird (29) in die p-
Darstellung hineingeschrieben, so sehen wir, daf (2) auch diese Form einschlieBt,
wobei allerdings einige M; gegen unendlich gehen miissen. Anderenfalls kann (2)
die Entwicklung (29) nur niherungsweise beriicksichtigen. Wir kénnen also fest-
stellen, daB auch fir N > 4 die beiden Darstellungen (1) und (2) [bzw. (1) mit (8)]
prinzipiell in Ubereinstimmung gebracht werden kénnen. Es ist noch zu bedenken,
daf sich Rgq mit Hilfe des Cosinus- und Sinussatzes aus den tibrigen R,q berech-
nen 1a8t und daB sich daher auf diese Weise Ausdriicke ergeben, die keine ge-
schlossene Form nach (29) liefern. Das Gleiche gilt dann auch fiir ¥ > 5.

3. Die p-Funktion

Ein mdglicher Néherungsstandpunkt in der p-Naherung besteht darin, die
p-Funktion fiir & > 2 aus den zweiatomigen Systemen (N ='2) zu entnehmen.
Aus

_ &(ab) + Ea|b)E &(ab) — &(a | b)

B b 30
TTr S |b)+ = (30)
ergibt sich
&lab) - B
= —_—— 30
P= 5%y (80a)

Wir sind auf diesen Sachverhalt schon einmal im Teil I zu sprechen gekommen.
Hier wollen wir nun das Aussehen von 9 besprechen, wenn & nach (2) vorliegt. Fir
N =2ist

M
5 ox B*
= k=0
E=5 (31)
oy B*
E=0
so dal sich aus (30a) nach Erweiterung ergibt
M
5 [£(ab) oy, — oy ]BE o
B=1 ,
p(R) = =1 = Z /3]' Ri. (32)
(o, — @] b) &, R 170
k=0
Setzen wir
&l | ) o — o = o (33a)
or— Ea|b) o =03
so ist der Zusammenhang von den f; und den & und a; nach (33b)
w0 _ _ fom m<M
2 b= {o m>M (34)

gegeben. Es sind lineare Gleichungen in den p;. Die ersten vier haben, wenn
M = 2, die folgende Form

&0 = &(l)ﬁo
&1 = &(,)ﬁl + &::ﬂo (35)
&2 = Ec,)ﬁz + &1/31

0 =xf;+ 5152 .
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Wegen der Forderung (4) ist immer x, = 0 und daher auch g, = 0. Gehen wir
von der exakten Entwicklung von E fiir kleine R aus [4], so haben wir
E = &(ab) + H,R? + E,R® +. ... (36)

Bestimmen wir einige az und o, in (31) in der Weise, daB (36) erfiillt ist, so bedeu-
tet dies fir die f§;, dafl

B
Bo==F (37)
B3 = % usw.
gelten mufl, wobei
A= &a|b)— E@b)>0. (38)

Der Zusammenhang (34) erlaubt nun auch im Falle der Darstellung (2) nach (30)
zu verfahren, in dem die 8; aus (34) auch im Falle N > 2 nach (22) Verwendung
finden. Dexr am Anfang dieses Abschnitts erwdhnte Naherungsstandpunkt in der
p-Néherung 146t sich auch im Rahmen von (2) durchfithren, wobei einige o und o’
an den zweiatomigen Systemen justiert werden. Die Darstellung (2) erlaubt aber
jetzt eine neue Moglichkeit. Sind filr ein System mit N > 2 nach den Formeln in
den Teilen IT und IIT die x- und «’-Parameter bestimmt worden, so kann diese
Bestimmung derart vorgenommen werden, daBl (2) eine p-Form annimmt. Man
erhilt also f-Werte, die fiir gewisse Rj,-Bereiche besonders gute Naherungen
liefern. Sie werden in der Regel, und die Beispiele im Teil I zeigten das schon, nur
néherungsweise mit den f§; aus (34) tbereinstimmen. Man kann aber jetzt mit
diesen f, die aus einem System mit N > 2 erhalten wurden und zu je zwei Atomen
im Molekiil zugeordnet werden konnen, die p-Darstellung auch bei anderen
Systemen mit N > 2 beibehalten und wieder mit diesen f§; rechnen. Auf diese
Weise sind von vornherein schon wieder einige & und «' festgelegt. Andererseits
wird man mit diesen §; nicht mehr die exakte Energie des Systems erhalten, wenn
zu getrennten zweiatomigen Systemen im Grenzfall iibergegangen wird. Man darf
aber hoffen, auf diese Weise zu einer besseren Ndherung zu gelangen, da man die
Stérung der Bindungen untereinander erfafit. Weitere o« und «’ kdnnen dann
gegebenenfalls noch herangezogen werden, um die eben erwidhnten Grenziiber-
génge zu Korrigieren.

Wir denken bei diesem Vorgehen etwa an die C-H- und C-C-Bindungen in den
Kohlenwasserstoffen oder diberhaupt an Bindungen, die in einer Reihe von Mole-
kiilen fast immer in der gleichen Struktur vorkommen. In den Fortsetzungen
dieser Arbeit soll auf diesen Punkt niher eingegangen werden.

4, Die pg-Approximation

Wir wollen jetzt die Verhiltnisse bei der pg-Ndherung (die wir im Teil T be-
sprachen), diskutieren, wenn die Darstellung (2) zugrunde gelegt wird. Hier
traten die g-Funktionen auf, die jeweils von einem Abstand R’ zwischen einem
Atom und einem Ladungsschwerpunkt oder zwischen Ladungsschwerpunkten ab-
hingen.
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Auch hier knnen wir, entsprechend (29), die ¢-Funktionen als Reihenentwick-
lungen nach den F;(j = 1...F) auffassen

q (R,) = Z 65111{.]..h17 R{u s R‘};«'F > (39)
[K] ki
und den gleichen SchluB daraus ziehen, daB in (2) nur dann mit dem der pg-
Naherung Ubereinstimmung erzielt werden kann, wenn die M; nach unendlich
gehen; anderenfalls ist (39) nur ndherungsweise zu beriicksichtigen.

Betrachten wir wieder den Fall N = 3 (Abb. 1), so ergibt sich # im Rahmen
der pg-Naherung, wenn wir nur beziiglich &(a | bc) die g-Funktion einfithren nach
I[ (54)], zu

E =
€(abo)[1 + gave, + PyPg] + E(0]be)p1pyga.ve + [E(blac)pyp, + & (clab)pyps + €(alb|e)pipaps)(1 + o e
(1 + D1py + Pas + P1Ps + P102P3) (1 + Gae) )

(40)
Setzen wir weiter
P = BPRy; P = PRy ps = [ Ry (41)
sowie in grober Néherung
Qa,pe ~ 0L B Ry = 0R,R;, (42)

um an diesem Beispiel das Prinzip zu demonstrieren, so erhalten wir fiir die & und
&' in (2), wenn wir noch setzen

M, = M, =2; My=1, (43)

Tabelle 2. Zusammenhang zwischen p-Niherung und
ao’-Ansatz fir &

Eo1 m Oxim Oram

0o 0 0 &(abe) 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0o 0 1 0 0

2 0 0 0 0

0 0 2 0 0

11 1 E@|blo) oy AOPOH
0 1 1 &(c | ab) ogyy pOBD

1 0 1 &(abe) aly 3 + WY
11 0 8(b | ac) oy ppE

2 0 2 E(a | be) afgy OB 5

0o 1 2 0 0

2 1 0 0 0

2 0 1 0 0

1 0 2 0 0

2 1 2 Ealv]o) o  FOROHD s
2 1 1 &(b | ac) oy pOBD &

1 1 2 &e | ab) oy, pOBD 8
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die folgenden Beziehungen der Tab. 2. Wir sehen, dafl hier noch viele x und '
Null gesetzt werden miissen. Dieser Sachverhalt dndert sich allerdings, wenn (41)
erweitert und auch ¢ besser beriicksichtigt wird.

Im Teil I hatten wir im ersten Schritt die g-Funktion in ganz grober Weise
beriicksichtigt, indem wir setzten

¢(B) = ‘oo R>0 (44)

0 R=0.

Dies lieferte im linearen H; schon eine Verbesserung gegeniiber der reinen p-
Darstellung. Im néchsten Schritt justierten wir ¢ dadurch, daB im Dreizentren-
system beim Ubergang R;, — 0 (Au = a,b,c) der richtige B-Verlauf des so erhal-
tenen Zweizentrensystems resultierte. Diese Ndherung fiir ¢ war nur fiir bestimmte
Raumbereiche der Energiehyperfliche brauchbar und erfiillte nicht die Forderung
1 des Teil 1.

Auf Grund der Darstellung (2) kénnen wir jetzt den Einbau der g-Funktion
auch so vornehmen, indem wir in (39) einige der noch freien 5, durch Erfillung
der Forderung 1 festlegen und die iibrigen, nach Fixierung der Form (39) mit
endlichen Gliedern

3
qix1 (B') = h§5§ff]...m R*.. By (45)
3

wie die f§; der p-Funkiionen bestimmen, wo ebenfalls die Form (32) festgelegt
werden kann
R

(R) = 3 BPR.

J=1

Da wir jetzt bei endlichen Kernabstdnden die § und 8 berechnen, sind die Forde-
rungen 2 an ¢ und die entsprechende an p, die darauf hinauslaufen, daB bei be-
stimmten Grenziibergingen die Energie richtig erhalten wird, nicht mehr not-
wendig. Diese Forderungen kfinnten gegebenenfalls durch Einfithrung eines
C % 0 nach (8) und setzen von Bgx = By, wie bisher, noch nachtriglich erfiillt
werden. In der p- und pg-Néherung gilt bekanntlich (15). C ist also eine Korrektur-
grofe, die wegen (10), was beibehalten werden mu8, in den Grenzféllen der Atom-
assoziationen verschwindet, also nicht im Falle unvollstéindiger Assoziationen,
wo sie gerade die restlichen Forderungen befriedigen kann.

So haben uns die Zusammenhénge zwischen den Darstellungen (1) und (2) zu
neuen Aspekten in der Approximation von Energiehyperflichen gefiihrt. Die
Untersuchungen sollen in weiteren Fortsetzungen dieser Arbeit ndher ausgefiihrt
werden.
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